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1. ZUP QuamtentheorJe der  MoZekeZn; 
von 111. B o r m  wad R. O p p e m h e d m e r  

Es wird gezeigt, dab die bekannten Anteile der Terme einer Molekel, 
die der Energie der Elektronenbewegung , der Hernschwingangen und 
der Rotationen entsprechen, systematisch als die Glieder einer Potenz- 
entwicklung nsch der vierten Wurzel des Verhaltnisses Elektronenmasse 
zu (mittlerer) Kernmasse gewonnen werden kiinnen. Das Verfahren 
liefert u. a. eine Gleichung fk die Rotationen, die eine Verallgemeine- 
rung des Ansatzes von Rramers  und P a u l i  (Kreisel mit eingebautem 
Schwnngrad) darstellt. Ferner ergibt sich eine Rechtfertigung der von 
F r a n c k  und Condon angestellten Betrachtungen uber die Intensitit 
von Bandenlinien. Die Verhaltnisse werden am Beispiel der zwei- 
atomigen Molekeln erlautert. 

Einleitung 

Die Terme der Molekelspektren setzen sich bekanntlich 
aus Anteilen verschiedener GrbBenordnung zusammen; der 
groSte Beitrag riihrt von der Elektronenbewegung urn die 
Kerne her, dann folgt ein Beitrag der Kernschwingungen, 
endlich die von den Kernrotationen erzeugten Anteile. Der 
Grund fur die Mbglichkeit einer solchen Ordnung liegt offen- 
sichtlich in der GroBe der Masse der Kerne, verglichen mit 
der der Elektronen. Vom Standpunkte der alteren Quanten- 
theorie, die die stationiiren Zusttinde mit Hilfe der klassischen 
Mechanik berechnet, ist dieser Gedanke von B o r n  und 
Heisenberg ' )  durchgefiihrt worden; es wurde gezeigt, daB 
die aufgeziihlten Energieanteile als die Glieder wachsender 

Ordnung hinsichtlich des Verhiiltnisses erscheinen, wo rn 
die Elektronenmasse, M eine mittlere Kernmasse ist. Dabei 
traten aber Kernschwingungen und Rotationen in der gleichen 
(zweiten) Ordnung auf, was dem empirischen Befund (bei kleinen 
Rotationsquantenzahlen) widerspricht. 

1) M. Born  II. W. He i senbe rg ,  Ann. d. Phys. 74. S. 1. 1924. 

Amden der Physlk. IV. Folge. 84, 30 
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Hier sol1 die Frage vom Standpunkte der Quantenmechsnik 
neu aufgenommen werdeal) Dabei stellt sich heraus, daB - __ 

man nicht nach vz, sondern nach $/$ entwickeln mug, 
um die naturliche- Reihenfolge der Energieanteile zu bekommen. 
Die Uberlegungen werden iiberdies vie1 einfacher und durch-. 
sichtiger als die der alteren Theorie. Die Kernschwingungen 
entsprecheii den Gliedern 2. Ordnung, die Rotationen denen 
4. Ordnung in der Entwicklung der Energie, wiihrend die 
Glieder 1. und 3. Ordnung verschwinden. Das Ausfallen des 
Glieder 1. Ordnung hangt mit der Existenz einer ,,Gleich- 
gewichtslage" der Kerne zusammen, in der die Elektronen- 
energie bei ruhenden Kernen ein Xinimum ist. Die Terme 
4. Ordnung fur die Rotationsbewegungen stellen eine Verall- 
gemeinerung des bekannten Ansatzes von K r a m e r s  und P a u l i a )  
dar, die das Verhalten einer Molekel durch das eines Kreisels 
mit eingebautem Schwungrad wiedergegeben haben. Um die 
Eigenfunktionen und damit die Ubergangswa,hrscheinlichkeiten 
auch nur in nullter Naherung zu bestimmen, mu8 die Energie- 
berechnung gerade bis zu den Gliedern 4. Ordnung (Rotationen) 
getrieben werden. Nan erhalt fur die Wahrscheinlichkeiten 
gleichzeitiger Spriinge von Elektronen-, Schwingungs- und 
Rotationsquantenzahlen Ausdriicke , durch welche die von 
F r a n c k 3 )  entwickelten, von Condon".) ausgestalteten Vor- 
stellungen eine prazise Fassung erlial ten. 

Die Xiherungen von hoherer als 4. Ordnung werden in 
der vorliegenden Arbeit nicht behandelt ; sie wiirden den Koppe- 
lungen zwischen den drei Grundtypen der Bewegung ent- 
sprechen. Eine Durchrechnung dieser Effekte hiitte nur Sinn 
bei gleichzeitiger Beriicksichtigung aller Entartungen der 
Elektronenbewegung bei ruhenden Eernen, vor allem der 
H e i s e n b  ergschen Resonanzentartung infolge der Gleichheit 

1) Bei der Diskussion der Grundlagen dieser Arbeit hat uns Hr. 
Dr. P. Jordan durch wertvolle Bemerkungen unterstutzt, wofiir wir 
ihm unsern Dank eum Ausdruck bringen mochten. 

2) H. A. Kramers, Zeitschr. f. Phys. 13. S. 343. 1923; EL A: 
Kramers u. W. Pauli  jr, 13. S. 351. 1923. 

3) J. Franck,  Trans. Paraday SOC. 1925. 
4) E. Condon, Phys. Rev. 28. S. 1182. 1926; Proc. Nat. Acad. 13. 

S. 462. 1927. 
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der Elektronen (gegebenenfalls auch einiger Kerne) uod bei 
zweiatornigeri Molekeln der Entartung der Eigenrotation um 
die Kernverbindungslinie ; auf diese verwickelten Betrachtungen 
sol1 hier verzichtet werden. 

Als Beispiel werden die zweiatomigen Molekeln naher 
betrachtet, und zwar nicht nur nach der allgemeinen Methode, 
sondern noch nach einer andern, bei der die Rotation durch 
Separation der Variabeln bereits in nullter Naherung beruck- 
sichtigt wird, ahnlich, wie es B o r n  und Huckel l )  in der 
alteren Quantentheorie gemacht haben. 

5 1. Beseichnungen und Deflnitionen 

Die Masse und die rechtwinkligen Koordinaten der Elek- 
trcanen bezeichnen wir mit 

die der Kerne mit 

1st 17 irgendein Mittelwert der M,, so setzen wir 

m, Xk7 Yk, 2%’ 

lV,, x,, q,  2,. 

und 

(2) 

dann sind die pl reine Zahlen der GroBenordnung 1. 
potentielle Energie des Systems sei 

Die 

~ ( x , , Y l , z l , ~ 2 2 ; , Y 2 , ~ 2 , . . . ;  XI, T , , 4 , % ,  ~ , ,4 , . . - ,  
(3) { 

= U ( x ,  X) ; 
hier, wie iiberall im folgenden, werden wir durch r die Ge- 
samtheit der Elektronenkoordinaten, durch X die der Kern- 
koordinaten darstellen. Die Funktion U hangt nur von der 
relativen Lage der Partikeln ab;  doch machen wir von ihrer 
speziellen , Formen (Coulomb schee Gesetz) keinen Gebrauch. 
Der kinetischen Energie der Elektronen eatspricht der Operator 

(4) 

1) M. Born u. E.HUcke1, Phys. Ztschr. 24. S. 1. 1923. 
30* 
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wobei das Zeichen C die 

aus dem angeschriebenen 
2 

u. R. Oppenheimer 

Surnme uber Glieder bedeutet,, 

durch zyklische Vertauschung 

die 

von 
2, y, z hervorgehen. 

Die kinetische Energie der Kerne ist 
a s  

(5) TK- - x 4 7  8n ha 711. 2 2 P l r n .  
1 

Die Gesamtenergie entspricht dem Operator 
(6) H =  H~ -+ .414, 

(7) 

wo 
a 

T E  + u = H, (2, x; x) 9 I T"=x4HH, ( a )  
gesetzt ist. 

neue eh ,  namlich 3 N -  6 Funktionen 

die die relative Lage der Kerne zueinander festlegen, und 
6 Funktionen 

die die Lage der Kernkonfiguration im Raume bestimmen. 
Man kann das in symmetrischer Weise etwa so machen, daB 
man die rechtwinkligen Koordinaten g l ,  g l ,  8, der Kerne be- 
zuglich der instantanen Haupttragheitsachsen einfiihrt ; zwischen 
diesen bestehen dann die 6 Gleichungen 

Wir fuhren nun statt der rechtwinkligen Kernkoordinaten 

(8) Ei = Ei (4, 

(9) ai = ai(X), 

Man kann die F,, . . . also durch 3N-6  unabhangige Parameter 
1, , E 2 ,  . . . ausdrucken: 

Sodann bestehen zwischen den urspriinglichen und den neuen 
Koordinaten Transformationsgleichungen der Form 

B = ZL (E).)I * a 

Xl =-TI + c%y(% c P 9 w ) g , ( E ) ;  
Y 

(10) 

X,, Yo, 2, sind die Scbwerpunktskoordinaten und die a,, die 
Koeffizienten der orthogonalen Drehungsrnatrix, also bekannte 
Funktionen der Eulerschen Winkel 8, 4p, y. Die GroBen 
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X,, Yo,  Z,, I?, rp, q sind die in (9) mit ai bezeichneten 
Funktionen. Durch (10) sind die X, als Funktionen der at, & 
bestimmt ; durch Auflosen bekommt man die Ausdrucke (8) 
und (9).l) 

Durch diese Transformation wird die Energie H naturlich 
nicht in Anteile der Translation, Rotation und Relativbewegung 
der Kerne separiert. Wohl aber kann man Hl in 3 Teile 
spalten, die sich im folgenden charakteristisch verschieden 
verhalten werden : 
(11) 4 = + HE* i q 9 & ?  

a Hts enthalt die -; HEE ist homogen linear in den __ 

H,, ist von allen Ableitungen nach den frei. Man kann 
uber diese Operatoren noch einige allgemeine Aussagen machen. 
Wendet man den ganzen Operator Rl auf irgendeine Funktion 
f (6)  der relativen Kernkoordinaten & an, so muB die ent- 
stehende GroBe H,f(E) von der Lage im Raume, also von den 
at, unabhangig sein. Insbesondere konnen in Hee die Koeffi- 

nicht von den ai abhangen. Dagegen a 2  zienten der ~ a ti a tj 
kommen in HE& neben den - die &, 9.; und =, in Ha& 

neben den ~ aa die %, &, ai Tor. a 41 as, 
Fur  zweiatomige Molekeln werden wir diese Operator- 

funktionen explizite angeben. 
Dae zu losende mechanische Problem lautet 

a E{ a& a E j  ’ 

a a 
a E< a 

(12) (B, +%‘HI - W ) W  = 0.  

Wir werden zeigen, daB diejenige Losung, welche einer Ver- 
einigung der Kerne und Elektronen zu einer stabilen Molekel 
entsprioht, durch Potenzentwicklung nach ac gewonnen werden 
kann. 

Q 2. Elektronenbewegung bei festen Kernen 
Setzt man in (12) x = 0, so bekommt man eine Differen- 

tialgleiohung fur die xk allein, in der die X, als Parameter 
vorkommen: 

1) DaB diese Auflhung im allgemeinen auf mehrdeutige Funk- 
tionen fiihren wird, spielt hier keine Rolle, ist aber physikaliseh von 
Wichtigkeit; vgl. F. Hund, Ztschr. f. Phye. 43. S. 805. 1927. 
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(1 3) p + & ; x ) -  W ) T p = O .  

Sie stellt offenbar die Bewegung der Elektronen bei fest- 
gehaltenen Kernen dar. Wir nehmen an, da6 dieses Eigen- 
wertproblem gelost sei. Die Eigenwerte hangen nur von den 
Verbindungen ti der Xi ab; denn man kann das Koordinaten- 
system mit dem System der Haupttragheitsachsen zusammen- 
fallen lassen, wobei die Xl = ~ ~ ( 6 )  werden. In  diesem Achsen- 
system sind auch die Eigenfunktionen au6er von den xk nur 
von den & abhangig; transformiert man aber auf beliebige 
raumfeste Achsen zuruck, so treten daneben auch noch die 
Si auf. 

Wir bezeichnen den n-ten Eigenwert und die zugehorige 
normierte Eigenfunktion mit 
(14) '' = ' n ( t ) ,  9 = ~ p n f x ;  6, $1, 
so daS die Identitat 

(15) 
a (H, ( X ? Z 1  w) - W ) ) $ % ( x ;  E , @  = 0 

gilt. Dabei nehmen wir an, da6 Y, ein einfaeher Eigenwert 
ist. Tatsachlich wird dies nie der Fall sein, weil wegen der 
Gleichheit der Elektronen die von He i senbe rg  und D i r a c  
entdeckte Resonanzentartung eintritt, bei zweiatomigen Molekeln 
uberdies noch eine Entartung des Drehimpulses urn die Achse. 
Aber da es sich uns hier nur urn die Systematik des Naherungs- 
verfahrens handelt, wollen wir von diesen Entartungen absehen. 
Ihre Berucksichtigung wurde auf Sakulargleiehungen in den 
hoheren Naherungen fuhren. 

Das wichtigste Ziel unserer Untersuchung ist der Nach- 
weis, daE die Funktion P,(E) bei Bewegungen der Kerne die 
Rolle der potentiellen Energie spielt. Hierzu sind einige Hilfs- 
formeln nijtig, die wir jetzt ableiten wollen. Es  handelt sich 
darum, zu zeigen, da8 die Matrix, die zu den Ableitungen des 
Operators H, x, az ; t ,  9. nach den & also bei festgehaltenen 

2 ~ gehort, auf die Ableitungen der Funktion Yn(E) zuruck- 
gefuhrt werden kann. 

Statt die Ableitungen nach den 6; direkt zu bilden, er- 
setzen wir uberall ti durch & + x & und differenzieren nach x ; 

d r 1 ( 
' 8%) 
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der Koeffizient einer Potenz von x ist dann ein homogenes 
Polynom der Ci, dessen Koeffizienten die Ableitungen nach 
den & sind. So schreiben wir 
(16) 7, (E + x 5)  = Y,O + x Y > p  + x2 7y’ + . . . , 
wo 

a) Y201 = 7, (8, 
b) v1 = y r “ T  a vn f 

i 

1 tJ2 v, 
C) % ( 2 1 z  - 2 ci ~j > 

ij 

I 
I (1 7) 

I . . * . . a  . . . .  
und in entsprechender Weise 

(18) 
= z o o  + 1c 2&(1) + x2 H()(Z) + . . . , 

flo y, = yJnO + x y,(1’ + x2 y,1(2) + . , . . 
Man kann nun die GroBen qPn(l)? yP,@) nach den Eigenfunk- 
tionen ynO(x; g, 9.) entwickeln; wir  setzen: 

p::. yJ:. 2 

( . . . . . . . 
Dabei ist 21::. ein homogenes Polynom r-ten Grades in den 

Die hier auftretenden Integrale, in denen d x  das Volumen- 
element im Konfigurationsraum der Elektronen bedeutet, sind 
von der Orientierwg des Eernsystems im Raume, also von 
den ai, unabhaagig; man kann sie etwa im System der Haupt- 
triigheitsachsen auswerten. 

1st nun P irgendein auf die zi wirkender Operator, 80 
wollen wir 

(21) $q P 9;) d 2 = P(‘) n 9 ~ ’  

1) Z ist die zu % konjugiert komplexe Zahl. 
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das Natrixelement r-ter Ordnung von P nennen. 
geht es in das gewtihnliche Matrixelement 

M. Born u. A. Oppenheimer 

Fur r = 0 

(22) <:,, = .Fn *, = j’x, F ~ P :  d x 

uber. Allgemein ist nach (19): 

P? = c u$ Pnten, . 

(HOO - q:;/ = u:;, (7; - vn”) . 

n” (23) n n  

Nun folgt aus (15) fur x = 0 

(24) 
Ferner ergeben sich durch Einsetzen der Reihen (16) und (18) 
in (1 6) zunachst die Identitaten : 

a) (Boo - 7:) y;l) ;t (H0(l) - Y;l)) y ;  = 0 ,  
b) (Boo - P i o )  yAa) + (H,C1’ - 7,“)) ‘PA” 

+ (H0(Z’ - 7,’”) ’ P n O  = 0 , 
I . . . . . . . . . . . . . . .  

Multipliziert man diese mit z, und integriert iiber die xi,  so 
erhalt man mit Rucksicht auf (24): 

a) u:!, (7: - P,O) + ( ~ ~ ( 1 ) ) ~ ~ ~  - ~ ; l )  

b) u::, (7’; - + (Ho(’) - V21))nn, 
= o , 

+ (Eo(z))n - 4 ’ 2 ’  8, n1 = 0 , 
. . . . . . . . . . . . . . .  

Hieraus kann man der Reihe nach (Ho(l))nnt, (E,(2))nn~, ... be- 
rechnen, d. h. die Matrixelemente 
Von diesen Formeln werden wir nachher Gebrauch machen.’) 

. . .  

9 3. Aufstellung der Niiherungsgleichungen 

Eine beliebige Konfiguration von Elektronen und Kernen 
la& sich naturlich nicht mit einem allgemeinen Naherunge 
verfahren behandeln. Wir wollen hier nur diejenigen Zustande 
ins Auge fawen, die einer stabilen Molekel entsprechen. Daher 
stellen wir folgende Frage an die Spitze: 

1) Das klassische Anlilogon zu der einfachsten Folgerung dieser 
Formeln, niimlich der aus (26a) fur n. = n’ folgenden Identitat (Bo(l))nn = Vm(” 
findet sich bei W. Paul i ,  Ann. d. Phys. 68. S. 177. 1922; vgl. insbeaon- 
dere 4, Formel (11). 
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Gibt es ein Wertsystem der relativen Kernkoordinaten li 
von der Art, dab die Eigenfunktionen w,, des Energieoperators (6), 
soweit sie von den & abhangen, nur in einer kleinen Nachber- 
schaft dieses Wertsystems merklich von Null verschiedene 
Werte haben? 

Diese wellenmechanische Forderung entspricht offenbar der 
klassischen Bedingung, daS die Kerne nur kleine Schwingungen 
urn eine Gleichgewichtslage ausfuhren; denn [ v,, l a  ist die Wahr- 
scheinlichkeit dafur, bei gegebener Energie eine bestimmte 
Konfiguration anzutreffen. 

Als ungestirtes System betrachten wir also die Elektronen- 
bewegung fur eine zuniichst beliebig, aber fest gewmte  Kern- 
konfiguration &. Sodann entwickeln wir alle GrSBen nach 
kleinen Abweichungen von &, die wir mit xc,  bezeichnen; wir 
setzen damit voraus, da6 der ,,Schwingungsbereioh" mit x gegen 
Null geht, eine Annahme, die erst durch den Erfolg gerecht- 
fertigt werden kann. 

Sodann haben wir wie in 9 2, (18) die Entwicklung 

(27) Ho ( x , ~ ;  a + x [ ,  8) = Boo + sH0(l) + xzHo'2) + . . . , 
wo 

. . . . . . . . . .  I 

wo 

. . . . . . . . 
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Die Argumente & sind von jetzt an als Konstante zu betrachten. 
Der gesamte Energieoperator wird also : 

Die folgenden Glieder haben alle dieselbe Form und entstehen 
aas dem Gliede mit x4 der Reihe nach durch Erhohnng der 
oberen Indizes urn 1. 

Wir entwickeln nun auch die gesuchte Eigenfunktion und 
den Energieparameter nach x :  

Dann erhalten wir folgende Naherungsgleichungen : 



Zur Quantentheorie der Molekeln 461 

Q 4. Liisung der Nliherungsgleichungen nullter und 

Die Gleichung nullter Naherung (35a) stellt die in § 2 
diskutierte Elektronenbewegung bei festen Kernen dar. Aus 
der in 8 2 eingefuhrten, zum Eigenwert Pn0 = ?:& (t) gehorigen 
normierten Eigenlosung ynO(.z; t, 8) erhalt man die ailgemeine 
Losung in der Form 

wo xnO eine zunachst willkiirliche Funktion der Argumente 
gj, 19~ ist; diese mu6 man zur Verfugung haben, um die LSs- 
barkeit der folgenden Naherungsgleichungen zu erreichen. 

ereter Ordnung : Kerngleichgewioht 

(36) w,o =X,"L Wpn0(.2; E J  a), 

Die folgende Naherungsgleichung (35 b) 

(37) ( H O O  - Wn0) I+,"' = ( f l y )  - A o ( l ) )  q , O  
ist namlich nur losbar, wenn die rechte Seite auf yno (beziig- 
lich der Elektronenkoordinaten xi) orthogonal1) ist. Das gibt 
die Bedingung 

wo (H,C1)), , das Diagonalelement des Operators IZo(lJ beziiglich 
der xi, also nach (28b) eine homogene lineare Funktion der 
5; ist. Diese sol1 nun nach (38) konstant sein, da ~ ~ ~ ( ( 5 ,  9.) 
nicht identisch verschwinden kann, ohne daB dasselbe fur qRO 
gilt. Daraus folgt 

(38) ((q?"')n, - ~ " ' ~ x , o  (5 ,  9.) = 0 9 

(39) WCl) = 0,  (H0(')), = 0 . 
Nach (26a) und (17) ist aber 

' H  (l)),n = B (1) = 2 gj EL 
( 0  a 5i 

2 

Also erhalt man: 
= o .  a v, 

(40) a ti 
___  

Die Fortsetzbarkeit unseres Naherungsverfahrens verlangt dem- 
nach, daf3 die relativen Kernkoordinaten ti nicht beliebig ge- 
wahlt werden durfen, sondern einem Extremwert der Elek- 
tronenenergie 7, ( E )  entsprechen miissen. Die Existenz eines 
solchen ist also die Bedingung fur die Moglichkeit der Existenz 
der Molekel, ein Satz, der gewohnlich als selbstverstandlich 

1) Wir definieren die Orthogonalitit zweier Funktionen f ( z )  und 
g (x) durch J f )  g (2) d z  = 0. 
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richtig angenommen wird. Wir werden nachher zeigen, daf3 es 
sich notwendig um ein Minimum handeln mug. 

Die Funktion xn0 (5,797) bleibt zunachst unbestimmt. Setzt 
man in (37) WaO = P,(E) = rn0, 77:l) = 0 und yno = xno yno 
ein, so erhalt man fur y,") die Bestimmungsgleichung 

Eine Losung dieser ist nach (25 a) 

wo yn(l) die durch (18) definierte Funktion (19a) ist. Die all- 
gemeine Lasung erhalt man daraus durch Addition einer 
Losung vno der homogenen Gleichung mit dem zunachst un- 
bestimmten Faktor x;l)(& 8): 

i l l  Bom u. R. Oppenheimer 

(41) (BOO - 7,O) y,'" = - Bo(l) y,O x,o * 

yFln(1) = x,o y,(1), 

(42) q/Jn(l) = x,o y;  l) + 92 * 

Q 5. Losung der Niiherungsgleiohungen sweiter und 
dritter Ordnung: Kernschwingungen 

Wir gelangen nun zur Naherungsgleichung (35c), die nach 
Einsetzen der bereits gefundenen Losungen der niederen 
Naherungen so lautet: 

0 (43) { P o  O - 72) q/J2 = ( /!',1/)L(') - H:') - Hs r) x,O ~2 
- (;r 0 yn(i) + (1) 0 ) .  

n 1L n 

Damit diese losbar ist, mu5 wiederum die rechte Seite auf 
rpno orthogonal sein; das liefert mit den in 0 2 eingefuhrten 
Bezeichnungen wegen (39): 

Nun folgt aber aus (26b) fur 7:l) = 0: 

Da ferner H:t nach (30a) yon den xk gar nicht abhangt, so 

{ ( H p  + + (H"('J)r; - w y J X n O  = 0. 

(44) (Hp), ,  + (H,"));; = 722) . 

erhalten wir: 

(45) 
Beachtet man 
von H o  und g harmonischen 

{qt + Jy) - wn(yx,o = 0. 
hier die durch (l7c), (30a) gegebene Bedeutung 
T,;a), so sieht man, daB (45) die Gleichung der 
Kernschwingungen darstellt : 
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Diese Gleichung zeigt, daB die Funktion Tn(E) tatsachlich bis 
zu Gliedern 2. Ordnung die Rolle der potentiellen Energie der 
Kerne spielt. Fur  die Existenz einer stabilen Molekel ergibt 
sich nun die weitere Bedingung, daB der durch (40) bestimmte 
Extremalwert von T,(Q ein Minimum sein mu6; denn die 
quadratische Form Pn(z) mu6 positiv definit sein, damit alle 
Freiheitsgrade stabil und Schwingungen urn die Oleich- 
gewichtslage mijglich sin& Bekanntlich ist die Schwingungs- 
gleichung (46) durch eine lineare Transformation der Ci auf 
,,Normalkoordinaten" qi separierbar. 1st giS (5) die zum Eigen- 
wert ?Y@) gehjrige normierte Eigenlosung von (46), so ist die 
allgemeine Lijsung la 

Der Index s sol1 also die Quantenzahlen der Kernschwingungen 
zusammenfassen. g,ob (8) ist eine zungchst unbestimmte Funktion 
der a;, deren Einfuhrung fur die Fortsetzbarkeit des Verfahrens 
notwendig ist. 

(5) eine lineare Kombination von Pro- 
dukten H e r m i t  e scher Orthogonalfunktionen der einzelnen 
Normalkoordinaten qi ;  diese Funktionen haben die Eigenschaft, 
auBerhalb des Gebietes der Librationsgrenzen der klassischen 
Mechanik sehr schnell (exponentiell) gegen Null abzufallen. 
Damit ist nachtraglich unser Ansatz (g + x 5) gerechtfertigt, 
indem es sich zeigt, da6 er tatsachlich auf Lijsungen fuhrt, 
die in bezug auf die &Oszillationen in Grenzen bleiben, die 
mit x verschwinden. Wir benutzen von den H e r m i t  eschen 
Orthogonalfunktionen ferner die Eigenschaft, da6 sie entweder 
gerade oder ungerade Funktionen ihres Arguments sind. 

1st @ irgendein auf die gi wirkender Operator, so konnen 
wir die zugehorige Matrix 

Bekanntlich ist 

bilden, wo d 5  das Volumenelement im Raume der Cj ist. 
Urn die Gleichung (43) zu lijsen, setzen wir auf der rechten 
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ein; dann lautet (43) 

31. Born ZL. R. Oppenheimer 

(BOO - y o )  I/p' 
0 0 i = (C2) - z;*)) x,, ypl: - 11; (xn, yplL(') + %:i c p , o ) .  

qy,2(2) = x,, YQ2) + xn, ypl") + %::; SptL0 > 

(49) 

Ihre allgemeine LoGung ist 

(50) 
wo y:: eine neue unbestimmte Funktioil der &, lhj bedeutet; 
man iiberzeugt sich davon leicht auf Grund der Identitaten (25). 

Nun gehen wir zur Untersuchung der Niiherungsgleichung 
3. Ordnung (35 d) uber, die nach Einsetzen der bereits bestimmten 
GroBen so lautet: 

0 (1) 

- yzo) Ip,'S' = (W '3  - H0(3) - rr,"s. - q:) x: , 92 
+ (W,t? - &(z) - HC"[\ (XS, ynn(1) + x:;; CpTL0) 

- Jio(l) (x,". y p  + x:: yn(1) + %:L2: ynO) . 
Die rechte Seite kSnnen wir uns nach den y: cntwickelt 
denken; wir schreiben 

(52) (goo - V 2 )  v,(') = W@)xns y,O - 2 $2, yn, , 0 0 

n' 
wo 

F(3), = p(3,L) (2) (32) (1) (3,3) 0 . 
(53) nn nnl X n s  + 3';' x n s  + Pnnl x m s ,  

dabei sind die P Operatoren nach 5 und 9, und zwar 

wahrend wir von FfZ)  nur so vie1 auszusagen haben, daB es 
eine homogene Funktion 3. Grades der Ci und der -- ist. a 

a t 
Damit (52) liisbar ist, mu8 

p x 0  - p (3) = 0 
1L 8 nn 

sein; wegen (53) und (54a) bedeutet das 
( 3 3  xp,' = (Wv(3) - @3n'3') x;,, 

(372) = pc  - y,l(2) - w'2' 

(55) 4, n 

wo nach (54b) und (44) 

Fn n n s  
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ist. (55) ist also die zur Schwingungsgleichung (45) gehorencle 
inhomogene Gleichung; da (45) die zum Eigenwert WE ge- 
hiirige normierte Liisung $s hat, so ist (55) nur losbar, wenn 
die mit F8 multiplizierte rechte Seite ein verschwindendes 
Integral uber den 5-Raum hat. Das gibt wegen (47b) eine 
Differentialgleichung ftir Q:, ( I? ) :  

a Aber da, wie wir sahen, PZ3) ungerade in den ci und - a ili 
ist, so mu6 das Diagonalelement der zugehorigen c-Matrix 
verschminden. Denn transformiert man auf die Normalkoordi- 
naten q i ,  so wird o,Os eine Surnme von Produkten H e r m i t e -  
scher Orthogonalfunktionen, $”:3) ein Polynom ungerader Ord- 

nung in den qi und %, so daB jedes Glied mindestens eines 

der qi oder in mgerader Potenz enthalt; daher ver- 
schwindet bei der 5-Matrixbildung jedes Glied einzeln. Es 
folgt also 

(5  6) 
und qOs bleibt vorlaufig weiter unbestimmt. 

a 

a 
0 ?i 

Fy (3) = 0 ,  

Nunmehr IaBt sich (55) liisen: 

(57) xn s n8 ens, 
wo SLls) folgender Operator bezuglich der ai ist: 

(1) = J(1) 0 

Endlich wird die Lasung von (52) 

(59) 

und das hat nach (53) die Form 
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wo 
G(3,2) = Pf;) 
n n' 0- 

7," - Vn# 
(61) 

gesetzt ist. Nach (54) ist Gf$  eine Zahl, Gr: 
operator beziiglich der &, G::) ein Operator 
und 9;.. 

Nrsch 9 2, (26a) ist 

ein Differential- 
begiiglich der & 
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und das ist mit F::) (54b) identisch, wiihrend 3’:;) ungerader 

Ordnung in den ci, - ist, J$$) aber gerader Ordnung. Die 
Integrabilitiitsbedingung von (64) lautet: 

a 
a 51. 

W(4.)Xns 0 - pC4’ = 0 ; 

(4,~). (2) = (w(4) - p(4,4) 0 (4 3) (1) (6 7) p m w  An, n n  ) xns - Fnn xns * 

n n 

das bedeutet nach (65)  

Die linke Seite stimmt wegen (66) wieder mit der der 
Schwingungsgleichung (45) iiberein. Die rechte Seite mu6 also 
auf gnS normal sein. Setzt man die Werte von xri und ,y!: 
aus (47b) und (57) ein und benutzt das Symbol 

0 

(68) 

so erhiilt man 
(433) (1) - p] (+JS = 0 ,  (69) {F!! + (pan Is8 

Diese GCleichung bestimmt endlich die Funktion Q : ~  (a), also 
die Bewegung des Systems der Haupttriigheitsachsen im 
Raume, die Translationen und Rotationen. Das Hauptglied 
des Operators in (69) ist dasjenige, welches die zweiten Ab- 
leitungen nach den 8; enthalt; ein Blick auf (63) zeigt, daS 
es aus y:s u: entsteht, ihm entspricht also in das 
Glied 

p r -  (70) = !x ~ : f i  (~n~..*)dx, 
wo an die Stelle der Punkte die Funktion einzusetzen ist, auf 
die der Operator wirkt. Da der Operator (70) von den gi un- 
abhiingig ist, so sind die Diagonalglieder der zugehorigen 
s-Matrix mit ihm selbst identisch. Physikalisch bedeutet die 
Tatsache, daB statt des einfachen, Operators H:& der kompli- 
ziertere (z), auftritt, eine Koppelung der Kreiselbewegung 
der Kerne m i t  der Elektronenbewegung. Es handelt sich, wie 
wir nachher am Beispiel der zweiatomigen Molekel sehen 

Anrialen der Physik. IV. Folge. 84. 31 
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werden, um diejenigen Effekte, die K r a m e r s  und P a u l i l )  
durch die Annahme eines im Kreisel eingebauten ,,Schwung- 
rades" darzustellen versucht haben. Sodann gibt es in (69) 
Terme, die sich aus dem Operator H,, ableiten; sie ent- 
sprechen einer Koppelung der Kreiselbewegung mit Dreh- 
impulsen, die infolge der Kernschwingungen entstehen. Endlich 
sind Glieder da, die auf die ai nicht wirken; sie geben einen 
Zusatz der Ordnung x4 zur Schwingungsenergie. 

Da die Translationen sich immer iu trivialer Weise ab- 
separieren lassen, betrachten wir nun die Rotationen. 1st r 
die zugehorige Quantenzahl, so hat man fiir die Lasung von (70) 

zu schreiben. Sodann kann man (67) losen uod schlieBlich 
auch (64). Dach hat es keinen Sinn, die Formeln explizite 
anzuschreiben. 

Es ist klar, daB drts Verfahren sich fortsetzen laBt, ohne 
das sich etwas prinzipiell Neues dabei ergibt. Die haheren 
Niiherungen beschreiben die Koppelungen zwischen Rotationen, 
Schwingungen und Elektronenbewegungen. Neue Quantenzahlen 
auBer den bereits eingefuhrten treten nicht mehr auf. 

Wir fassen nun die charakteristischen Ziige der gefundenen 
Losung zusammen. Das augenfalligste Ergebnis ist, daB zur 
vollstaindigen Bestimmung der Eigenfunktionen auch nur in 
nullter Ordnung die Losung der Naherungs- Differential- 
gleichungen bis zur 4. Ordnung notwendig ist; man hat niimlich 

wo yno die Eigenfunktion der Elektronenbewegung bei fest- 
gehaltenen Kernen, c:8 die der Kernschwingungen und p: 8 7  

die der Rotationen sind. Dabei sind die Schwingungskoordi- 
naten ci von einer Gleichgewichtslage & aus zu zahlen, die 
durch die Forderang bestimmt ist, daB in ihr die Energie der 
Elektronenbewegung 7; (g) ein Minimum ist. Die Bestimmung 
der drei Funktionen 92, &, p:,, liefert zugleich die Energie 
bis zur 4. Ordnung einschlietllioh: 

1) H. A. Kramers und W. Pauli ,  Ztschr. f. Phys. 13. S.343, 
351. 1923. 
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dabei ist Yno der Minimalwert der Elektronenenergie, der die 
betrachtete ruhende Molekel kennzeichnet, Wf? die Energie 
der Kernschwingungen, W:: enthalt (neben Zusatzgliedern zur 
Schwingungsenergie) die Energie der Rotationen. In  dieser 
Nghernng (bis x*) erscheinen also die drei Grundtypen der 
Bewegung ,,separiert"; will man ihre Koppelungen untersuchen, 
mu8 man hohere Potenzen von x beriicksichtigen. 

Auf Grund von (72) Iassen sich Aussagen uber die Uber- 
gangswahrscheinlichkeiten (Intensitaten von Bandenlinien) 
machen. 

Das elektrische Moment der Molekel XJl setzt sich aus 
einem Anteil der Kerne 8 und einem Anteil der Elektronen p 
zusammen; eine Komponente sei 

(74) 

Hieraus bilde man der Reihe nach die Matrixelemente beziig- 
lich der xk, c,, 9;.; zunachst ist 

(7 5)  ( P J ,  = J' pX CP, Y:J d x  
eine Funktion der &, aj, sodann sind 

0 -  

nur noch Funktionen der aj, endlich 

numerische Konstanten, die die Ausstrahlung and die Uber- 
gangswahrscheinlichkeit fur ns r 4 n's'r' bestimmen. Diese 
schrittweise Bildung kann man so interpretieren: Zu jedem Elek- 
tronensprung n --t n' gehort ein virtneller Oszillator mit dem 
Moment aus diesem gewinnt man die Matrix (pJn (i, die 

einem System von Schwingungsbanden (Ubergiinge s --t s') ent- 
spricht, nach einer von der ublichen etwas abweichenden Regel, 
indem man eine Eigenfunktion des untern, eine des obern 
Elektronenniveans benutzt [Formel (76)l. Das Entsprechende 

a' n' 8' 

31* 
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wiederholt sich bei den Linien einer Bande (Ubergiinge T --f r'). 
Darin sind die zuerst von Franck ' )  angegebenen, von Condon2] 
weiter ausgefuhrten Abschatzungen der Intensitat von Schwin- 
gungsbanden enthalten. Diese wird namlich bestimmt durch 
den Verlauf der Funktionen < ( E ) ,  Fs*(E); nur in der Um- 
gebung ihrer Minima sind die zugehorigen Eigenfunktionen 6: s f  

O merklich von Null verschieden, ihr Produkt also nur dann, 
Gnf 8' 
wenn diese Bereiche iibereinander greifen. Wenn die Funk- 
tion rn(E) bei einem Elektronensprung n--fn' nur wenig in 
ihrem Verlauf verandert wird, werden die Banden mit kleiner 
Bnderung von s intensiv sein; sobald aber Tn(E) sich bei dem 
Sprunge n 3 n' stark verlagert, wird ein Ubereinandergreifen 
der Intervalle, in denen c& und c;,$, nicht verschwinden, nur 
bei groBeren Differenzen s - s' maglich sein. Diese Verhalt- 
nisse sind von Con don quantitativ diskutiert worden. Bhnliche 
Betrachtungen mussen sich mutatis mutandis auch fur die 
Rotationen durchfuhren lassen. 

$ 7. Spesialfall der sweiatomigen Molekeln 

Als Beispiel wollen wir die zweiatomigen Molekeln kurz 
behandeln. Bei diesen hat man auBer der Resonanzentartung, 
die von der Qleichheit der Elektronen herriihrt, noch eine 
weitere Entartung, indem zu jedem Energiewert zwei Be- 
wegungen gehijren, bei denen der Drehimpuls um die Kern- 
verbindungslinie entgegengesetzt gleich ist. Da es sich uns 
hier aber nicht urn die wirklicbe Diskussion der Feinstruktur 
der Banden handelt, wollen wir auch von dieser Entartung 
absehen; wir beschranken also unsere Betrachtiing auf E'Llle, 
wo der Drehimpuls um die Achse verschwindet bzw. die 
Energie der Elektronenbewegung nicht oder nur wenig von 
ihm abhangt. 

Bei zwei Kernen haben wir nur eine E Koordinake, den 
Kernabstand E ,  und 5 9.-Koordinaten, namlich die Koordinaten 
des Schwerpunktes X,, Yo, 2, und die Polarkoordinaten 8, w 
der Kernverbindungslinie (Achse). 

1) J. Frsnck, Trans. Faraday SOC. (1925). 
2) E. Condon,  Phys. Rev. 28. S. 1182. 1926; Proc. Nat. Acad. I& 

s. 462. 1927. 
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Die kinetische Energie der Kerne wird 

wo 

(7 9) 
und 

gesetzt ist. 
Wir haben also: 

Ersetzt man hier E durch 
erhllt man : 

+ x 5 und entwickelt nach x ,  so 

(83) 

(84) 

t . . . . .  D . . . .  

Der Kernabstand E bestimmt sich durch die Gleichung 
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Die Gleichung der Kernschwingungen (45) lautet hier : 

M. Born u. R. Oppenheimer 

Setzt man nun 

so hat man I) 
de a 

{ + ( p - BB )] z: = 0 . 
Die Eigenwerte sind 

2 s  + 1 (s = 0, 1, 2, .. .), a -= 
l/b 

go = e 2 ~ , ( a ) ,  

die Eigenfunktionen 
1* -- 

n8 

wo E, das s-te Hermitesche Polynom ist. 
Die Sohwingungsenergie ist also: 

oder 
(88) 
dabei ist 

x2 w@) n s  = (s + * ] h u , ;  

- Ld;w = - 4', i(+ + &) c = 110 
(89) 4m m 
die Frequenz des Oszillators. 

Wir stellen nun die Gleichung (69) fur die Rotationen 
auf, verzichten aber auf ausfiihrliche Angabe der Korrektur 
an der Schwingungsenergie. Da bier Hcps nach (81) die Ab- 
leitungen nach den aj gar nicht enthalt, so kommt fur uns 
in (69) nur der Term (H;ps)n. in Betracht; alle iibrigen Glieder 
fassen wir in die Konstante C,, zuaammen. Dam lautet die 
Rotationsgleichung (69): 

1) S. E. SchrGdinger,  Ann. d. Phys. 79. S. 361, $j 3. 1926. 
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Indem wir in H:, den translatorischen Anteil weglassen, haben 
wir nach (70) und (84) fhr eine beliebige Funktion f(8): 

Indem wir A,$ in der Form 

schreiben, sehen wir, daB es angebracht ist, folgende Ab- 
kurzungen einzufiihren: 

Diese GroBen Bind die Diagonalelemente der Matrizen von p ,  
p ,  bzw. pa2, pma (von einemFaktor k bzw. - - '* abgesehen), 
bedeuten also die Mittelwerte der zu dem Eulerschen Winkel 
gehorigen Drehimpulse der Elektronenbewegung, bzw. die Mittel- 
werte ihrer Quadrate. Dann lautet die Qleichung (90) aus- 
fuhrlich : 

2n 4 nB 

Sie ist der von K r a m e r s  und P a u l i  aufgestellten Gleichung 
fur den Rotator mit eingebautem Schwungrad sehr ahnlich; 
der Unterschied besteht im wesentlichen darin, daB bei diesen 
Autoren statt der Quadratmittel On2, QnZ die Quadrate der 
Mittelwerte, @,, 9, auftreten. 

Ubrigens lPBt sich die Abhiingigkeit der Gr6Ben (91) von 

- -- 
-2 -2 
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den Winkeln 4, w durch eine elementaxe Betrachtung fest- 
stellen, wenn man annimmt da6 fur diesen Zweck die Diagonal- 
elemente der quantenmechanischen Enatrizen durch die ent- 
sprechenden klassischen Mittelwerte ersetzt werden durfe. Die 
Bewegung des Drehimpulsvektors der Elektronenbewegung kann 
man zerlegen in eine unregelma6ige Schwankung ohne mittlere 
Rotation und eine iiberlagerte gleichformige Rotation um die 
Molekelachse. Die Schwankung ersetzen wir im Mittel durch 
einen festen Vektor; dieser rotiert dann gleichformig um die 
Achse. Man hat also dasselbe Verhalten wie bei einem sym- 
metrischen Kreisel, dessen Drehimpuls bezogen auf ein im 
Kreisel festes Bezugssystem die Romponenten L, M, N haben 
moge. Aus diesen lassen sich die Komponenten des Dreh- 
impulses, die zu den Winkeln 4, w gehijren, so ausdruckenl): 

O = I ; c o s y  -Msiny ,  
9 = Js in4s in  y + Msin9cosy + Ncos4; 

dabei ist y der Winkel der Eigenrotation urn die Achse. Durch 
Mitteilung iiber y folgt daraus: - - 

9 = N c o s 8 ,  
.Q2 = +(L2 + M2)sin26 + N 2  C O S ~ I ? .  

Hier hat man N mit der Quantenzahlp zu identifizieren, die 
den Drehimpuls urn die Achse gibt, und +(L2 + M2), + N 2  mit 
den Quadratmitteln p; ,  p; des gesamten Elektronendreh- 
impulses senkrecht und parallel zur Achse ; da N konstant ist, 
gilt py = p2 .  Man hat also schlieBlich 

- 0 = o ,  
O2 = +(A2 + M 2 ) ,  
- 

- -  

Dieses Resultat bedarf aber natiirlich einer strengen quanten- 
mechanischen Nachpriifung; vermutlich ist p durch p ( p  + 1) 
zu ersetzen. 

Durch das Eigenwertproblem (92) wird die GrijBe 
_ _ _ _  mE2 gleich einer numerischen Funktion der Rotations- 

h2P 
quantenzahl T, etwa gleich yna(r); fiir dieRotationsenergie folgt also 

P p  x4 h8 
(94) q",: = -Yns(4 = ~ Y * s ( 4 ?  

1) Vgl. etma: F. Hlein und A. Sommerfe ld ,  Theorie des Kreisels 
1 .  S. 108. 
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wo 
(95) 

das Tragheitsmoment der Kerne im Gleichgewichte ist. 
Eine Diskussion der hoheren Naherungen hat ohne Ein- 

gehen auf die Entartungen keinen Sinn und sol1 hier unter- 
bleiben. 

Dagegen wollen wir noch kurz zeigen, daB man die zwei- 
atomige Molekel durch ein ganz anderes Storungsverfahren 
behandeln kann, dessen klassisches Analogon von B o r n  and 
H u c  kel') durchgefuhrt worden ist. Dabei wird ah ungestiorte 
Bewegung nicht das Elektronensystem bei ruhenden Kernen 
genommen, sondern bei gleichfiirmiger Rotation der Kerme. 

8. Unabhiingige Behandlung der zweiatomigen Molekeln 

Wir gehen auf die Gleichung (12) zuruck und schreiben 
sie unter Einsetzen von (11): 

Bei den zweiatomigen Molekeln besteht nun die Besonderheit, 
daB HE? von 9. uberhaupt nicht abhangt. In diesem Falle 
fuhrt die Methode zum Ziele, Translationen und Rotationen 
sogleich abzuseparieren. Man hat namlich nach (8 1) (unter 
Weglassung des Translationsgliedes): 

(B, + x " q 6  3- q$ + J&) - @'I y = 0 .  

Setzt man nun 

mo Y, eine Kugelfunktion r-ter Ordnung ist, also der Gleichung 

genugt, so behiilt man fur Wr die Bedingung 

(9 7) v = r,(9;4 Pk; 

A,  y, + T(7- + 1) rr = 0 

Nun ersetzen wir wieder durch + x 5 ,  fragen also nach 
Schwingungen urn den Zustand gleichfiirmiger Rotation. Be- 
zeichnen wir die Energie dieses Zustandes mit 

-- 
I) M.Born und E.HUcke1, Phys.Ztschr. 24. S. 1. 1923. 
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und setzen 
(100) W = E + R ,  
so wird die Gleichung (98) 

M .  Born u. R. Oppenheimer 

(101) (H O + x H + x 2  H + . . . - E) P,, = 0 ,  
wo 

Ho = H "  
0 ,  

H'" = H0(l) + 522' , 

\ . . . . . . . . . . . . .  
Hoo, no(]), . . . . bedeuten die fruher ebenso bezeichneten 
Operatoren. Es gelten alle 'Formeln von 8 2 unverhdert. 
Die Ntiherungsgleichungen lauten 

a) (HO - EO) ?Pro = 0, 
b) (HO - EO) W7(') = (E") - H"') Pro, 
c) (Ho - EO) W:a = (E@) - H(2)) ty 0 + (E(1) - H")) ty r (11, 

Die erste hat die LGsung 

(104) Eo = 7, ( E l ,  
wo P,(E), yn0(z; E) die friiher eingefiihrten Funktionen und 
cT: (5) vorlaufig willkurlich ist. Die lntegrabilitatsbedingung 
fiir (103b) lautet 

Nun ist nach 8 2, (26a) 

0 0 
P: = pvn = @rn(C) CP~'(.?:; 6) , 

(E'" - H!:) g,", (5) = 0. 

d H"' n n  = (H,C")nn + 523 = ?':'+ CR' = 5 E ( V n  + 3). 

Daher folgt, wie fruher (8 4), daB 
d 

(105) d F  
Diese Bedingung besagt offenbar, daB bei der ungestorten 
Rotation Gleichgewicht herrschen muB z wischen der Zentrifugal- 
haft und der quasielastischea Kraft, die infolge der Elektronen- 
bewegung einer Verriickung der Kerne widersteht. Die Zentri- 
fugalkraft ist namlich 

E(1) = 0, -(?, + 22) = 0 .  
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1 1 Pte 1 1 ha r ( r  f 1) - (M,  + z) 5s = - (1K, + z) 4n' 7 9  

h -  wo der quantenmechanische Wert 2n 1/r (r + 1) fur den Dreh- 
impnls p,  eingesetzt ist, und das stimmt nach (99) nnd (95) 
mit R' iiberein. 

Aus der Beziehung (105) hat man den Gleichgewichts- 
abstand g, zu berechnen, der noch von der Rotationsquanten- 
zahl r abhdngt. Ftir kleine Werte der Rotationsenergie R kann 
man & nach Potenzen Ton 

entwickeln; man erhalt') 

Da @ von der Ordnung x4 ist, wird man bei systematischem 
Vorgehen nur so viele Glieder dieser Reihe gebrauchen, &Is 
dem Grade der Approximation beim Storungsverfahren ent- 
spricht. 

Indem wir uns nun diesem wieder zuwenden, wollen wir 
uns kurz fassen, da die Methode dieselbe ist wie friiher, nur 
vereinfacht durch die Vorwegnahme der Rotationen. Die LSsung 
von (103 b) lautet entsprechend (42) 

und die Integrabilittltsbedingung von (102 c) liefert 

Das ist aber die Schwingungsgleichung 

Es wird also, wie in 8 7, 

(110) 
wo die Frequenz 

xaE@) r l t s  = (s+ +) h v , ,  

1) Man kann dieee Formel einfach aus der eitierten Arbeit von 
Born und Hiickel entnehmen. 
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noch von der Rotationsquantenzahl r abhangt, die in R vor- 
kommt. 

Ferner wird, wie in 8 7, 
r12 __ 0 I1 12) 9,, = H* (91) 

mit 
(112a) 

Das Verfahren lafit sich in der bekannten Weise fortsetzen. 
Man findet F3) = 0 ,  wiihrend E(" aufier der Abmeichnng vom 
harmonischen Schwingungsgesetz auch eine Koppelung mit der 
Elektronenbewegung enthalt. Doch wiirde die ausfuhrliche 
Angabe der Formeln aus dem Rahmen dieser Abhandlung 
fallen, die nur das Prinzip der Entwicklung zur Darstellung 
bringen soll; auch hat die Durchrechnung der hoheren Nahe- 
rungen nur Sinn , wenn gleichzeitig die Entartungen beruck- 
sichtigt werden. 

8n2 rn 
h2 2 p  q = g$ ,  b =  - --(77,"+R"). 

(Eingegangen 25. August 1927) 




